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ANNOTATSIYA

Magqolada ikkita buzilish chizig'iga ega ikkinchi tartibli elliptik tipdagi tenglama
uchun Dirixle-Neyman chegaraviy masalasini yechimining mavjudligi isbotlangan.
Yechimning mavjudligini isbotlashda ketma-ket yaqinlashish usulidan foydalanilgan.

Kalit so'zlar: elliptik tip, chegaraviy masala, buzilish chizig'i, Grin funksiyasi, ketma-
ket yaqinlashish usuli, qator, qatorning yagqinlashishi, gipergeometrik funksiya, integro-
differensial tenglama.

ON THE EXISTENCE OF A SOLUTION TO THE BOUNDARY VALUE PROBLEM ELLIPTIC
EQUATION WITH A DISTORTION LINE FOR DIRICHLET-NEUMAN
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ABSTRACT

The article proves the existence of a solution of the boundary value Dirichlet-Neyman
for a second-order elliptic equation with two distortion lines. When proving the existence of
a solution, the method of a sequential approach was used.
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[1] maqolada ikkita buzilish chizig’iga ega ikkinchi tartibli elliptik tipga tegishli
differensial tenglamalar uchun ba’zi chegaraviy masalalar keltirilgan va ushbu tenglamalar
uchun qo’yilgan bir qator chegaraviy masalalar tahlil qgilingan. Jumladan, quyidagi (1)
tenglama uchun Dirixle-Neyman (ND{ masalasi) chegaraviy masalasi keltirilgan:

YUy + x™U,,, = 0, (D
bu yerdam > 0.

Q — chegaraviy masala qaralayotgan soha bo’lib,x > 0vay > 0 da A(1,0) va B(0,1)
nuqtalarni tutashtiruvchi normal egri chiziq: g: x*? + y?P = 1,y = 0 o’qidagi 0OA va x = 0
o’qidagi OB kesma bilan chegaralangan. Quyidagi belgilashlarni kiritib olamiz:

L={xy)}0o<x<1 y=0,
L={xy):x=0 0<y<1}
P={(x,y) € (), - < U,U, U, < +},
2p=m+2, 28 =m/(m+2).

Ta'rif. Q sohada (1) tenglamaning regulyar yechimi deb (1) tenglamani
ganoatlantiruvchi U(x,y) € C(Q) n €?(Q) hamda 0(0,0) va A(1,0), B(0,1) nuqtalardan
tashqgari dQ da birinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega funksiyaga aytiladi, 0(0, 0) va A(1,0),
B(0,1) nuqtalarda esa mos ravishda birdan kichik va @ tartibli cheksizlikka intilishi
mumkin, bu yerda & — yetarlicha kichik musbat son.

ND;masalasi. () sohada (1) tenglamani quyidagi chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi regulyar yechimini toping:

U(x,y) = o(x,y), (x,y) € o,

UIOA = T(x) )] (x, 0) € 1_1 )
li ou_ 0 I
Jim = = v(y), (0,y) € I,
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buyerda ¢(x,y), t(x), v(y) - berilgan uzluksiz funksiyalar, v(y) funksiya 0(0, 0) va B(0, 1)
nuqtalarda mos ravishda birdan kichik va e tartibli cheksizlikka intilishi mumkin, ¢(1,0) =

7(1).
Mazkur maqolada
YUy + x™Uy, = f(x,9,U,U, Uy),  m>0 2)

kvazichiziqli tenglama uchun yuqorida Kkeltiriigan ND; chegaraviy masalasining
yechimining mavjudligi o'rganiladi.

Aytish joizki, ushbu magqola joriy yilning 26-28 may kunlarida Toshkent Kimyo-
texnologiya instituti tomonidan tashkil qilingan «Mexanika va matematikaning amaliy
muammolari» Respublika ilmiy-amaliy konferensiyaga taqdim qilingan «Buzilish chizig'iga
ega elliptik tenglama uchun ND; chegaraviy masalasini yechimining mavjudligi haqida»
tezis-maqolani kengaytirilgan varianti hisoblanadi.

[zoh. [2-3] magqolalarda (1) tenglamaning (bitta buzilish chizig'iga ega bo'lgan holi
ham hisobga olingan) chiziqli va bir jinsli bo'lmagan holi tahlil gilingan, f (x, y) funksiyani
sohasining chegarasida yetarlicha nolga teng bo'lishi talab qilingan. Maqolada asosiy maqsad
bir jinsli bo'lmagan (1) chiziqli tenglama uchun ND; chegaraviy masalasini regulyar
yechimini izlash hisoblanadi.

Faraz qilamiz, f (x, v, U,U,, Uy) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
(.3, U0,Ux Uy) = (xey)?P* 2 f1(x,, U, Uy, Uy),

bunda f;(x,y,U, Uy, U,) - funksiya P da uzluksiz va barcha argumentlari bo'yicha birinchi
tartibli uzluksiz hosilaga ega hamda 6, da 1 + «a tartibli nolga aylansin, a — yetarlicha kichik
musbat son va

< const.

TARTARV AN AT

max
P

[2-3] maqgolalardagi lemmaga asosan (2) tenglama uchun ND4 chegaraviy masalasi
ekvivalent ravishda quyidagi integro-differensial tenglamaga keltiriladi:

UGey) = — f f £(£,1,U,Ug, Uy)Ga (&, m; x, y)dédy, 3)
Q
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bunda G3(&,7n; x,y) — (1) tenglama uchun ND, chegaraviy masalasini Grin funksiyasi bo’lib,
quyidagi ko’rinishga ega [4]:

Gs(&,mx,y) = g6, x,9) — b)) 2Pz (E,m; %, 5)

yn
q3(f:77§x:y) = k3 r_ZFZ(llﬁi 1- ,B, 2.812 - zﬁr o1 0-2);

_ (2 T(BAra-p)
fe3 <_) T(2R)T(2 —2B)

p
r? —rf r? —1r}
0-1 = B 0-2 =

)

r2
r?= (" -xP)?+ (" —yP)?

8, = (EP FxP)2 + (P £ yP)?,

r2

ria = (P £xP)? + (P £ yP)?,

P

0
F,(a,b,c,d,e;zy,z,) — Gaussning ikki o’zgaruvchili  gipergeometrik funksiyasi
[5, 14 bet].

(2) tenglama bir jinsli bo'lmaganligi uchun umumiylikka zid keltirmagan holda
7(x) = v(y) = ¢(x,y) = 0 deb olishimiz mumkin [6-7].

[8] maqgolada G5(¢,n; x, y) — funksiyasi uchun quyidagi baholar keltirilgan:

165(&m%,9)| < Clins|/(r#F), 4)
IGax (&m0 < C/(7F7a), 5)
|Gay €2, 3)| < €/ (17 1), (6)

bunda C = const va berilgan funksiya va tenglamaning parametrlariga bog’liq aniq son, yani
2-28

C = max(ZCl, m

C,, 887*Fc),

C; — ning ko'rinishi quyida beriladi, 0 < § < 1/4.
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Shunga o’xshash baholar, xususan (1) tenglama uchun Dirixle masalasining Grin
funsiyasining bahosi [6] da ham keltirilgan.

Ushbu keltirilganlarga asoslanib, (3) integro-differensial tenglamaning yechimini
ketma-ket yaqginlashish usuli orqali izlaymiz.

Nolinchi yaginlashish uchun U,(x, y) = 0 deb gabul gilamiz.

Agar n — yaqinlashish topilgan bo'lsa, (n+ 1) — yaqinlashishni quyidagi
formuladan foydalanib topamiz:

Up1(x,y) = —ff G3(§,mx,)f <s‘,n, Un»%'%) dédn (7).
Q

Bundan quyidagilarga ega bo'lamiz:

Un1(x, U, aU,

# = —ff G3x(§,m %, ¥)f (f,n, Un,a—g,ﬁ) dédn,  (8).
Q

0Un+1(x,y) _ _ % %

oy —g Gay(§, 152, ¥)f (E,n, Un 3 o )dfdn, (9).

buyerdan =0,1,2,....
Quyidagi lemma o'rinli.

Lemma. f (x,y,U, Uy, U,) — yuqorida berilgan shartlarni qanoatlantirsin. U holda
quyidagi baholar o'rinli:

|Ups1 — Unl < C,CM(C3NO)™,

oU,., aU, _
- | < n
o = | < GCM(GNO™,
oU,., 0U, _
——| < C,CM(C3NC)"
ay ay —= L2 ( 3 ) )

bu yerda
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C; = 3max(Cy, Cy),

= |mgxf1(x,y, 0,0,0)l, N = mlglx | fivl, |f1ux|:

fuuy |-

Isbot. n = 0 bo'lsin. f (x, y,U,U,, Uy) — funksiyaga qo'yilgan shartlar hamda (4-6) ga
asosan quyidagilarni topamiz:

|U1 - U0| < f |G3x(€! nx, }’)f(f; n, 0»0:0)|(f77)2p+1d5d77 =
Q

€2p+1 2p+1
déd np
—MC f f dédn < C, CM. (10)

Shuningdek, (10) tengsizlik va f (x, v, U, Uy, Uy) funksiyaga qo'yilgan shartlar hamda
(4-6) va |U; — Uy| uchun topilgan bahodan foydalanib, (8) dan quyidagilarni aniglaymiz:

au, AU,
a_xl__0 f |Gax(§,m5 %, ) (§,1,0,0,0)|(§m)*P*1dédn <
2p+1 2p+1
<CMﬂ(’c 757 dédn <
o |
N @ =)+ G = y)2
d&PdnP
~cM < C,CM. (11)
g\/lé’p—xplx/ln”—ypl 2

Shunga o’xshash tartibda

< C,CM (12)
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ekanligini topamiz.

n =1 bo'lsin. f(x,y, U,U,, Uy) funksiyaga qo'yilgan shartlar, (4)-(7) va (10)-(12)
larni inobatga olib (7) dan

U, — Uyl < ﬂ (|f1u||U1 — Ul + |f1uf| |U1€ - Uofl + |f1U,,| |U1n - Uonl) '
Q
1G3(&,m; %, Y)|(En)?P+1dEdn <

< Ne,eM f f 1G5(&, 3 x, )| E) 2P dédy <
Q

§2Py?p
< C,NMCC f f dédn < C,CMC5CN

2B 28

bo’lishini topamiz.

Yuqoridagiga o'xshash (4)-(7) va (10)-(12) larni inobatga olib, (8) dan

U, aU1

0x

f |Gax (€12, 7)] -

(|f1U||U1 — Up| + |f1U€| |U1$ - Uofl + |f1U,7| |U1n - Uonl) (&, m)PP*idédn <

€2p+1 2p+1
< CNC;MC f j dédn <

1 dgPdn?
<= CNC;MC - f f <
P ) @ =)+ (7 —y7)?
< C,CMC5CN

ekanligini aniglaymiz.

Yuqoridagiga o'xshash hisoblashlarni amalga oshirib

167

SCIENTIFIC JOURNAL IMPACT FACTOR 4.7




ISSN: 2181-3132

YosH TADQIQOTCHI JURNALI t‘
"

-

- ‘>

U, _ 9Uo < C,CMC:CN
ay ay —= L2 3

bahoga ega bo'lamiz.

Matematik induksiya usulini qo'llab, lemmada keltirilgan baholarni o'rinli ekanligi

topamiz:
Uns1 = Unl < CCM(C;CN)™, (13)
aUn+1 aUn N
- < n
— | < C.CM(C;CA)™, (14)
aUn+1 aUn N
—— < C,CM(CsCN)",n=0,1,.... 15
dy ay | = 2 (C3CN)™,n (15)

Lemma isbotlandi.

(13)-(15) baholardan

U+ ) Wy = Un_a),
n=1

co

au, N Z (aUn aUn_l)
0x 0x ox )’

n=1

auo+i<aun 6Un_1)
oy ~4&u\ody Oy

gatorlarning Q sohada N < (C3C) ™! bo'lganda tekis va absolyut yaginlashuvchi ekanligi kelib
chigadi.

Ushbu olingan natijalardan xulosa qilamizki, (7)-(9) ketma-ketliklarning limit
funksiyasi mavjud va U(x,y) — limit funksiya (3) integro-differensial tenglamani
ganoatlantiradi.

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.

Teorema. Agar f (x, v, U,U,, Uy) — funksiyaga yuqorida qo'yilgan shartlar bajarilsa va
N < (C3C)" ! bo'lsa, u holda (2) tenglama uchun ND, chegaraviy masalaning yechimi mavjud
bo'ladi.
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Magolada (2) tenglama uchun ND; chegaraviy masalasini yechimining mavjudligi
isbotlandi. Lekin, yechimning yagonaligini isbotlash ochiq qolmoqda. Agar (2) tenglama
uchun Dirixle masalasi qaralganda edi (bunda, qaralayotgan sohaning chegarasida
funksiyaning qiymatlari beriladi), elliptik tenglamalar uchun ekstremum printsipidan
foydalanib, yechimning yagona bo'lishi haqidagi teoremani isbotlash mumkin [9] bo'lardi.

Elliptik tenglamalar uchun qo'llaniladigan ekstremum printsipini (2) tenglama uchun
qo'yilgan ND4 chegaraviy masalaning yechimini yagonaligini isbotlashda qo'llab bo'lmaydi.
Chunki, OB (I, = {(x,y):x =0,0 <y <1}) kesmada funksiyaning qiymati emas, uning
hosilasini qiymati

ou

Jm ——=v(y), 0y €l

berilgan.

(2) tenglama uchun ND, chegaraviy masalaning yechimini yagonaligini isbotlashda
elliptik tenglamalar uchun ekstremum prinsipidan foydalansak, 0(0,0) va B(0,1) nuqtalarda
yechimning yagonaligi masalasi ochiq qoladi. Shuning uchun qaralayotgan masalaning
yechimini yagonaligini isbotlashda boshqga usuldan foydalanish lozim bo'ladi.

Ikkinchi tartibli ikkita buzilish chizig'iga ega bo'lgan elliptik, giperbolik va aralash
tipga tegishli tenglamalar uchun chegaraviy masalalar o'zbek olimlari akademiklar
M.S.Saloxitdinov va T..Jo'raevlar hamda ularning o'quvchilari tomonidan chuqur
o'rganilgan. Mazkur yo'nalishda olib borilgan ilmiy izlanishlar bo'yicha adabiyotlar
ro'yxatini [5] va [10] monografiyalardan topish mumkin. Mazkur yo'nalishda bundan
tashqari bir qator ijobiy natijalar olingan [11-29].

Shuning ushbu magqolalarda kvazichizigli xususiy hosilali tenglamalar uchun
go'yilgan chegaraviy masalalarni o'rganishda keng qo'llaniladigan turli differensial va
integral operatorlar tahlil gilingan.

Magqolalarda ikkita buzilish chizig'iga ega ikkinchi tartibli elliptik, giperbolik va
aralash tipdagi kvazichiziqli xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun bir gator
chegaraviy masalalarning yechimining mavjudligi va yagonaligi isbotlangan. Chegaraviy
masalalarning yechimini mavjudligini isbotlashda ketma-ket yaqginlashish usuli va Shauder
printsipidan foydalanilgan. Yechimning yagonaligini isbotlashda elliptik tenglamalar uchun
ekstremum printsipidan va energiya integrali nazariyasidan keng foydalanilgan.

Aytish joizki, chegaraviy masalalarni yechishda ketma-ket yaqinlashish usulidan
foydalanilsa, tenglama garalayotgan soha yoki tenglamaning o'ng tomonidagi funksiya va
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uning hosilalarining qiymati yetarlicha kichik bo'lishi talab qilinadi. Agar yechimning
mavjudligini isbotlashda Shauder prinsipidan foydalanilsa, tenglama garalayotgan soha yoki
tenglamaning o'ng tomonidagi funksiya va hosilalarining giymatiga chegara qo'yilmaydi.
Lekin, berilgan funksiyalarga boshqa shartlar qo'yishga to'g'ri keladi.

[21] maqolani o'rganib chiqsak, garalayotgan masala ekvivalent bo'lgan Volterra
tipidagi integro-differensial tenglamaga keltiriladi. Uni yechishda ketma-ket yaqinlashish
usulidan foydalanilsa, tenglama qaralayotgan soha va o'ng tomondagi funksiya va uning
hosilalarining qiymatini kichik bo'lishi talab qilinmaydi. Chunki, volterra tipidagi
tenglamalarga ketma-ket yaqinlashish usuli qo'llanilsa, integro-differensial tenglamaning
chegarasi o'zgaruvchi bo'lganligi hosil gilingan ketma-ketlikning qaralayotgan sohada tekis
va absolyut yaqinlashuvchi bo'lishini ta'minlaydi.

[30-33] magqolalarda S.L.Sobolev vaznli fazosida ikkita buzilish chizig'iga ega
kvazichiziqli aralash tipdagi tenglamalar uchun Trikomi masalasiga o'xshash
o'rganilayotgan chegaraviy masalaning umumlashgan yechimini mavjudligi isbotlangan.
Buning uchun birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama kiritilgan va yordamchi
chegaraviy masala o'rganilgan. Gyolder va Koshi tengsizliklari, Grin formulalari, Shmidt
ortogonallashtirish protsessi hamda Vishik

lemmasidan foydalanib, umumlashgan yechimning mavjudligi isbotlangan.

Tenglamaning xususiy hollari ko'rilib, ayrim hollarda chegaraviy masalaning
umumlashgan yechimini S.L.Sobolevning vaznsiz fazosida mavjudligi isbotlangan.

Shu bilan bir gatorda, masalaning yechilishini isbotlash uchun keltirilgan lemma va
teoremalarda berilgan funksiya va tenglama qaralayotgan sohaning chegarasiga qo'yilgan
shartlarni qanoatlantiruvchi funksiyalarga misollar tuzilgan.
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